Diskrétna matematika

MNOŽINY, RELÁCIE, ZOBRAZENIA, MATEMATICKÁ INDUKCIA, 

DIRICHLETOV PRINCÍP

1. Dokážte nasledujúce vlastnosti množinových operácií:

a) A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C);

b) A - (B ( C) = (A - B) ( (A - C);

c) A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C);

d) A - (B ( C) = (A - B) ( (A - C);

e) A ( B ( B ( Ā;
f) Vypíšte všetky prvky množiny ((((((())).
2. Dokážte, že existuje práve jedna prázdna množina.

3. Operácia definovaná predpisom A – B = (A - B) ( (B - A) sa nazýva symetrická diferencia. Dokážte, že A = B práve vtedy, ak A – B = ( a nájdite ďalšie vlastnosti tejto operácie.

4. Dokážte, že každá neprázdna množina prirodzených čísel má najmenší prvok.

5. Koľko podmnožín n-prvkovej množiny X má nepárny počet prvkov?

6. Uveďte príklady na unárne relácie, binárne relácie, relácie ekvivalencie, relácie usporiadania a n-árne relácie pre n > 2. Príklady hľadajte v rôznych oblastiach matematiky i reálneho života.

7. Zvoľte si konečné množiny A,B, |A| = n, |B| = m pre malé hodnoty n, m a zostrojte 

a) všetky zobrazenia f: A ( B;

b) všetky prosté zobrazenia g: A ( B;

c) všetky bijektívne zobrazenia h: A ( B.

             Určte ich počet ako funkciu n a m.

8. V príklade 7 zvoľte A = B. Potom utvorte čo najviac zložených zobrazení a určte ich definičný obor.

9. Zobrazenie f: N ( N je definované predpisom:

                  f (1) = 1;

                  f ( n+1) = 
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,  ak je  f (n) párne;

                  f ( n+1) = 5f (n) + 1,   inak;

             Rozhodnite, či existuje f  -1.                  
10. Dokážte, že kompozícia dvoch prostých zobrazení je prosté zobrazenie. Platí to aj pre surjektívne a bijektívne zobrazenia?

11. Nech |A| = |B| = n. Dokážte, že pre ľubovoľné zobrazenie f: A ( B sú nasledovné podmienky ekvivalentné:

a) f je injektívne;

b) f je surjektívne;

c) f je bijektívne.

12. Nech A, B sú konečné množiny. Dokážte, že

a) A ( B je konečná;

b) ak  X ( A, tak X je konečná;
c) A ( B je konečná;
d) ((A) je konečná.

13. Uveďte príklad konečných množín A a B, |A| ( 4, |B| ( 4 a funkcie f: A ( B takej, že

a) f nie je ani „prostá“ ani „na“ ;

b) f je „prostá“ ale nie je „na“ ;
c) f nie je „prostá“ ale je „na“ ;
d) f je „prostá“ a je „na“.
14. Pre každú z nasledujúcich funkcií f: Z ( Z určte, či je funkcia „prostá“ a či je „na“. Ak funkcia nie je „na“, tak určte obor hodnôt f(Z) ( H( f )):

a) f(x) = x +7;                    

b) f(x) = 2x - 3;

c) f(x) = -x +5;

d) f(x) = x2;

e) f(x) = x2 + x;

f) f(x) = x3;

15. Pre každú z nasledujúcich funkcií g: R( R určte ,či je funkcia „prostá“ a či je „na“. Ak funkcia nie je „na“, tak určte obor hodnôt g (R) ( H(g )):

a) g (x) = x +7;                    

b) g (x) = 2x - 3;

c) g (x) = -x +5;

d) g (x) = x2;

e) g (x) = x2 + x;

f) g(x) = x3;

16. Nech A = {1,2,3,4}; B = {1,2,3,4,5,6}.
a) Koľko funkcií existuje z A do B? Koľko z nich je „prostých“? Koľko je „na“?

b) Koľko funkcií existuje z B do A? Koľko z nich je „na“? Koľko je „prostých“?

17.       a) Nech A = {1,2,3,4,5,6,7} a  B = {v,w,x,y,z}. Určte počet funkcií f: A ( B, kde

(i) f(A) = {v,x};

(ii) | f(A)| = 2;
(iii) f(A) = {w,x,y};
(iv) | f(A)| = 3;
(v) f(A) = {v,x,y,z};
(vi) | f(A)| = 4.

b) Nech A, B sú množiny, |A| = m ( n = |B| . Ak k( Z +, 1 (  k (  n, koľko existuje takých funkcií f: A ( B, že | f(A)| = k?   

18. Overte hypotézu:  Pre ľubovoľné prirodzené číslo n platí:  1+3+5+
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+(2n-1) = n2.

19. Dokážte, že pre všetky prirodzené čísla n platí:  1+2+3+
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20. Dokážte, že pre všetky prirodzené čísla n ( 1 platí: 2n ( 1+n.

21. Vyslovte hypotézu pre daný súčet a dokážte ju :
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22. Vyslovte hypotézu pre daný súčet a dokážte ju: 
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23. Dokážte, že pre každé prirodzené číslo n platí: 3|(4n-1).

24. Dokážte, že pre ľubovoľné reálne čísla a ( b ( 0 a ľubovoľné n( N platí: an ( bn.

25. Dokážte, že pre všetky čísla x, pre ktoré sú dané výrazy definované a pre všetky prirodzené čísla n platí: 
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26. Dokážte, že n rôznych bodov, ktoré ležia na jednej priamke, delí túto priamku na (n +1) častí.

27. Odvoďte vzorec pre hodnoty Sn=
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 a dokážte ho.

28. Dokážte, že n rôznych priamok prechádzajúcich tým istým bodom delí rovinu na 2n častí.

29. Dokážte, že n priamok delí rovinu na najviac 
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 častí.

30. Dokážte, že n kružníc delí rovinu maximálne na 
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31. Zistite, aká má byť vzájomná poloha p priamok ležiacich v rovine, aby mali maximálny počet priesečníkov. Potom vyslovte hypotézu o počte priesečníkov a dokážte ju.

32. Pomocou princípu indukcie dokážte:

                Ak a1 = 2;

                      an = an-1 +2n; n ( 2, tak an = n(n +1) pre (n ( 1.

33. Nájdite najmenšie prirodzené číslo n0 ( 1, pre ktoré n! ( 2n a dokážte, že n! ( 2n pre ( n ( n0 .

34. Dokážte: 
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35. Dokážte, že pre ( n(N: 
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36. Matematickou indukciou dokážte pre ( n(N: 
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37. Matematickou indukciou dokážte, že 21|(4n+1+52n-1).

38. Matematickou indukciou dokážte, že súčet štvorcov ľubovoľných 6 za sebou idúcich prirodzených čísel dáva po delení číslom 12 zvyšok 7.

39. Dokážte, že súčet tretích mocnín troch za sebou idúcich prirodzených čísel je deliteľný 9.

40. Nájdite vzorec pre nasledujúcu sumu a dokážte ho matematickou indukciou: 
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41. Dokážte matematickou indukciou:

               a) 
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               b) 
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               c) 
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                      d) 
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                      e) 
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                      f) 
[image: image20.wmf]333322

135(21)(21)

nnn

++++-=-

L

.

42. Dokážte matematickou indukciou:

a) 
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43. Na kolese šťastia sú náhodným spôsobom umiestnené čísla od 1 do 25. Ukážte, že bez ohľadu na to ako sú čísla umiestnené na kolese, existujú 3 susedné čísla, ktorých súčet je najmenej 39.

44. Dokážte, že pre ( n(Z + platí: n ( 3 ( 2n( n!.

45.  Dokážte, že pre ( n(Z + platí: n ( 4 ( n2( 2n.

46. Dokážte, že pre ( n(Z + platí: n ( 9 ( n3( 2n.

47. Nájdite chybu v nasledujúcom dôkaze tvrdenia V(n):

„Pre ľubovoľných n reálnych čísel 
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I. a1 = a1  pre všetky a1 ( R, t.j. platí V(1),

II. Zoberme ľubovoľných k+1 reálnych čísel 
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. Podľa indukčného predpokladu 
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. Pretože rovnosť je tranzitívna, dostávame 
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, čiže V(k) ( V(k+1). Teda V(n) platí pre všetky prirodzené čísla n ( 1.

48.  Dokážte, že ak sa súčin n kladných reálnych čísel rovná 1, tak ich súčet je aspoň n.

49. Pomocou úlohy 48 dokážte vzťah medzi aritmetickým a geometrickým priemerom n kladných reálnych čísel: 
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50. Dokážte, že ak prvočíslo p delí súčin prirodzených čísel 
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, n ( 2, tak existuje také i, 1 ( i ( n, že p delí ai.

51. Hádžeme dvoma kockami. Koľkokrát je potrebné hodiť, aby sme mali zaručené, že padol rovnaký súčet bodov?

52. Koľkokrát je potrebné hodiť troma kockami, aby bolo isté, že aspoň 4-krát padol rovnaký súčet bodov?

53. Hádžeme m kockami. Koľko krát musíme nimi hodiť, aby sme mali istotu, že nám p-krát padol súčet s? Stanovte podmienky riešiteľnosti vzhľadom na parametre m,p,s.

54. Daný je vypuklý 14-sten s 9 vrcholmi. Dokážte, že na ňom existuje vrchol, z ktorého vychádza aspoň 5 hrán.

55. V záhrade tvaru obdĺžnika o rozmeroch 20m ( 15m musí byť menej než 26 stromov, ak má byť zachované pravidlo, že vzdialenosť dvoch stromov nie je menšia než 5m. Dokážte!

56. Majme množinu ( prirodzených čísel 1,2,...,100. Ukážte, že z ľubovoľnej 21-prvkovej podmnožiny množiny ( možno vybrať 4 prvky x,y,z,w tak, aby x+y=z+w.

57. Majme množinu ( prirodzených čísel 1,2,...,100. Ukážte, že z ľubovoľnej 21-prvkovej podmnožiny množiny ( možno vybrať 4 prvky x,y,z,w tak, aby x-y=z-w.

58. Ukážte, že z ľubovoľnej množiny m+1 celých čísel možno vybrať dve tak, že ich rozdiel je deliteľný číslom m.

59. Dokážte, že dekadický zápis niektorej mocniny čísla 37 končí skupinou cifier 00001 (pred ktorou je aspoň jedna nenulová cifra)!

60. Šachovnica 6(6 je pokrytá kockami domina. Dokážte, že aspoň jednu z horizontálnych alebo vertikálnych priamok prechádzajúcich šachovnicou nepretína žiadne domino.

61. V priestore je daných 17 priamok. Dokážte, že sa medzi nimi dajú nájsť tri, ktoré sú navzájom rovnobežné, alebo sú rôznobežné alebo navzájom mimobežné.

62. Konferencie sa zúčastnilo 70 delegátov, ktorí hovoria 11 rôznymi jazykmi. Jedným jazykom hovorí najviac 15 delegátov. Organizačný výbor rozhodol, že za oficiálny jazyk bude považovať taký jazyk, ktorým hovorí najmenej 5 delegátov. Dokážte, že na konferencii boli aspoň 3 oficiálne jazyky.

63. Dokážte, že spomedzi n čísel možno vždy vybrať  niekoľko tak, že ich súčet je deliteľný číslom n.

64. Dokážte, že ak sa turnaj 23 hráčov odohrá za 2 dni, tak existujú 4 hráči, ktorí všetky svoje zápasy odohrajú v ten istý deň.

65. Ukážte, že nemožno nájsť viac ako 2(n-1) n-ciferných čísel zostavených z cifier 0,1 tak, aby sa ľubovoľné dve z nich líšili aspoň na 2 miestach.

66. V štvorci o strane a je zvolených 17 navzájom rôznych bodov. Dokážte, že z nich možno vybrať 5 tak , že ležia vo vnútri alebo na obvode štvorca o strane 
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67. Do jednotkovej kružnice je vpísaný pravidelný 6-uholník. Dokážte, že ak v tomto 6-uholníku náhodne rozmiestnime 31 bodov, tak medzi nimi určite bude 6 bodov, ktorých vzájomná vzdialenosť je nanajvýš jedna.

68. Majme vybratých 101 čísel z množiny {1,2,…,200}. Dokážte, že medzi týmito číslami sú dve také, z ktorých jedno je deliteľom druhého.

69. Ukážte, že existuje taký výber 100 čísel z množiny {1,2,...,200}, že medzi týmito číslami nie je žiadna dvojica  čísel, z ktorých jedno je deliteľom druhého.

a) Dokážte, že ak vyberieme 151 čísel z množiny {1,2,3,...,300}, tak existuje dvojica čísel m a n, že x|y alebo y|x.

b) Napíšte tvrdenie zovšeobecňujúce výsledok z a)

70. Študent má 37 dní na prípravu na skúšku. Podľa svojich skúseností vie, že mu stačí, ak sa bude spolu učiť 60 hodín, ale určite sa chce učiť aspoň hodinu denne. Dokážte, že bez ohľadu na to, aký si urobí plán, existuje postupnosť následných dní, počas ktorých sa bude učiť presne 13 hodín. (Predpokladáme, že každý deň sa učí celočíselný počet hodín.)

71. Dokážte, že medzi ľubovoľnými 52 prirodzenými číslami existuje dvojica, ktorej súčet alebo rozdiel je deliteľný 100.

72. Dokážte, že ak vyberieme n+1 čísel z množiny {2,3,...,2n+1} tak tieto čísla obsahujú dvojicu nesúdeliteľných čísel.

73. Predpokladajme, že v skupine 6 ľudí je každá dvojica buď priateľmi, alebo nepriateľmi. Dokážte, že buď existuje trojica ľudí, ktorí sú navzájom priatelia, alebo trojica ľudí, ktorí sú navzájom nepriatelia (predpokladá sa, že relácia „byť priateľom“ je symetrická, čiže ak je a priateľom b, tak aj b je priateľom a).

74. Majme skupinu n ľudí, z ktorých sa každá dvojica buď pozná alebo nepozná. Dokážte, že v tejto skupine sú dvaja ľudia, ktorí majú rovnaký počet známych.

75. Ak je 9 bodov zvolených vo štvorci o strane 2, tak existuje trojica bodov, ktorých vzájomne vzdialenosti sú nanajvýš 
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. Dokážte!

76. Ak je 82 bodov zvolených v kocke o strane 3, tak existuje štvorica bodov, ktorých vzájomné vzdialenosti sú nanajvýš 
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77. Ak je 9 bodov zvolených v rovnostrannom trojuholníku o strane 2, tak existuje trojica bodov, ktorých vzájomné vzdialenosti sú nanajvýš 1. Dokážte!

78. Nech m je ľubovoľné nepárne prirodzené číslo. Dokážte, že existuje prirodzené číslo n také, že m delí číslo 2n-1.

79. Nech ABCD je štvorec s AB = 1. Ukážte, že ak vyberieme 5 bodov z jeho vnútra, tak aspoň dva z nich majú vzájomnú vzdialenosť menšiu ako 
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80. Ak vyberieme 11 čísel z množiny {1,2,3,...,100} tak sú medzi nimi aspoň dve, povedzme x a y také, že 0( 
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81. Koncertná sieň má kapacitu 800 sedadiel. Koľko z nich musí byť obsadených, aby sme mali istotu, že medzi poslucháčmi koncertu sú dvaja, ktorí majú rovnaké iniciálky mien? (prvé je krstné meno, druhé je priezvisko, mäkčene ani dĺžne neuvažujeme)

82. Ak vyberieme z vnútra pravidelného 6-uholníka so stranou dĺžky 1 ľubovoľne 13 bodov, tak medzi nimi existujú 3 také, ktorých vzdialenosť je najviac 1. Dokážte!

83. Nech ABC je rovnostranný trojuholník s AB = 1. Ak vyberieme 5 bodov z vnútra tohto trojuholníka, tak aspoň dva z nich sú také, že ich vzájomná vzdialenosť je menšia ako 
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a) Nech S ( Z+. Aká je najmenšia hodnota pre |S|, aby existovali 2 prvky x, y, ktoré majú rovnaký zvyšok po delení 1000?    

b) Aká je najmenšia hodnota n, že S ( Z + , |S| = n a existujú tri prvky x, y, z ( S, ktoré majú rovnaký zvyšok po delení 1000?

c) Napíšte tvrdenie zovšeobecňujúce výsledky z časti a) a b).

84. Ukážte, že ak sa v miestnosti nachádza 8 ľudí, tak najmenej dvaja z nich majú narodeniny tak, že pripadnú na rovnaký deň v týždni.

85. Majme na poličke 8 kníh PASCAL, 17 kníh FORTRAN, 6 kníh APL, 12 kníh COBOL a 20 kníh BASIC. Všetky knihy sú obalené v rovnakom obale. Koľko kníh musíme vziať, aby sme mali istotu, že máme 10 kníh s rovnakým program. jazykom?

a) Ukážte, že ak vyberieme ľubovoľných 14 čísel z množiny {1,2,3,...,25}, tak existujú minimálne dve čísla, ktorých súčet je 26.

b) Napíšte tvrdenie zovšeobecňujúce výsledok z a)

86.  Nech S = {3,7,11,15,19,...,95,99,103}. Koľko prvkov musíme vybrať z S, aby sme mali istotu, že medzi nimi existujú dva také prvky, že ich súčet je najmenej 110? 
87. Koľko kladných čísel medzi 1 a 30 (vrátane) musíme vybrať, aby sme mali zaručené, že máme dve čísla , povedzme x a y, v našom výbere, ktorých najväčší spoločný deliteľ je  väčší než 1?
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