Diskrétna matematika

OPTIMÁLNE PRIRAĎOVACIE PROBLÉMY, POJEM GRAFU, 

IZOMORFIZMUS, SÚVISLOSŤ

1. Päť mužov žije v mestách A,B,C,D,E a musia navštíviť mestá a,b,c,d,e (každý do jedného mesta). Vzdialenosti sú dané v tabuľke. Určte ktoré mesto navštívi ktorý muž, ak celkový súčet prejdených vzdialeností má byť minimálny?

	
	A
	B
	C
	D
	E

	a
	50
	41
	50
	85
	42

	b
	110
	122
	54
	147
	57

	c
	127
	78
	151
	99
	172

	d
	109
	67
	144
	73
	160

	e
	52
	102
	117
	89
	49


2. Štyri dievčatá a štyria chlapci testujú na počítači vzájomnú vhodnosť, t.j. pýtajú sa ktorý chlapec sa hodí  pre ktoré dievča v percentách. Odpovedajúce vhodnosti sú uvedené v tabuľke. Napíšte tabuľku nevhodnosti (nevhodnosť=100-vhodnosť) a nájdite najlepšie možné párovanie.

	
	Ch1
	Ch2
	Ch3
	Ch3

	D1
	40
	65
	70
	45

	D2
	70
	90
	45
	70

	D3
	60
	40
	85
	65

	D4
	75
	85
	60
	60


3. Na katedre matematiky jednu zo šiestich prednášok musí obsahovať každá z piatich študijných skupín. Bola vykonaná skúška vhodnosti každého prednášajúceho pre každú skupinu. Aké je optimálne priradenie, ak žiaden prednášajúci nemôže byť priradený viac ako jednej skupine a máte danú tabuľku nevhodnosti?

	
	P1
	P2
	P3
	P4
	P5
	P6

	S1
	70
	20
	50
	20
	45
	30

	S2
	55
	25
	40
	30
	40
	15

	S3
	50
	20
	45
	10
	45
	25

	S4
	35
	30
	35
	40
	30
	20

	S5
	45
	15
	40
	25
	35
	40


4. Desať ľudí sa stretne a vytvorí 5 dvojíc. Koľkými spôsobmi môže byť tých 5 dvojíc utvorených?

5. V kvalifikácii na F.A.Cup sa kvalifikovalo 16 mužstiev. Koľko dvojíc je možné vztvoriť pre 8 zápasov ak  

a) záleží,

b) nezáleží, ktorý team bude hrať doma?

6. Veľkoobchodná spoločnosť dozerá na predaj v 20 mestách. Vhodní sú na to piati členovia štábu. Každý má pridelené 4 mestá.

a) Koľkými spôsobmi môže byť 20 miest rozdelených do 5 skupín po 4?

b) Koľkými spôsobmi môžu byť mestá pridelené štábu?

7. Dané sú povolania a,b,c,d a štyria záujemcovia A,B,C,D a tabuľka nevhodnosti. Nájdite optimálne priradenie.

	
	A
	B
	C
	D

	a
	5
	7
	15
	12

	b
	8
	3
	9
	10

	c
	4
	14
	2
	5

	d
	6
	3
	1
	14


	
	A
	B
	C
	D

	a
	6
	8
	2
	7

	b
	5
	8
	13
	9

	c
	2
	7
	8
	9

	d
	4
	11
	7
	10


8. Zostrojte graf inklúzie na množine všetkých podmnožín množiny {1,2,3} (t.j. graf, ktorého vrcholy sú všetky podmnožiny {1,2,3} a orientovaná hrana spája dva vrcholy práve vtedy, keď jedna množina je podmnožinou druhej) a množiny {1,2,3,4}.

9. Nech  ( = ((G) je minimálny stupeň grafu G. Potom G obsahuje cestu dĺžky aspoň ( a kružnicu dĺžky aspoň ( + 1 (( ( 2).

10. Dokážte, že neexistuje konečný graf, ktorého všetky stupne vrcholov by boli navzájom rôzne.

11. Dokážte, že ak graf má práve 2 vrcholy rovnakého stupňa, tak obsahuje vrchol stupňa 0 alebo n-1.

12. Ak ((G) ( 2, tak G obsahuje kružnicu. Dokážte!

13. Ak  ((G) ( (n-1)/2, tak graf G je súvislý. Dokážte!

14. Dokážte, že graf alebo jeho komplement je súvislý!

15. Ukážte, že ak má graf práve dva vrcholy nepárneho stupňa, tak v ňom existuje cesta, ktorá ich spája.

16. Nech vk(G) označuje počet vrcholov stupňa k v grafe G s n vrcholmi a m hranami. Ak G má len vrcholy stupňov k a k + 1, tak vk(G) = (k +1)n-2m. Dokážte!

17. Nájdite všetky alkány (t.j. uhľovodíky bez násobných väzieb štruktúrneho vzorca CnH2n+2) pozostávajúce z najviac 6 atómov uhlíka. Aké bude riešenie v prípade alkéhov a alkínov (t.j. uhľovodíkov s dvoj- a troj-násobnou väzbou), ktoré majú iba jednu násobnú väzbu?

18. Zostrojte 3-regulárny graf s 2k vrcholmi (k ( 3), ktorý neobsahuje nepárne kružnice.

19. Nájdite všetky kostry grafu K4.

20. Dokážte, že existuje práve 6 neizomorfných stromov na 6 vrcholoch a práve 11 na 7 vrcholoch.

21. Nech G = (V,E), |V| = n, |E| = m. Ak m((n2)/4, tak G obsahuje kružnicu nepárnej dĺžky. Dokážte!

22. Dokážte, že každý uzavretý ťah obsahuje kružnicu ako podgraf.

23. Ukážte, že existuje práve 5 platónskych (t.j. pravidelných) mnohostenov (ich steny sú rovnaké pravidelné mnohouholníky a každý vrchol je obklopený rovnakým počtom stien).

24. Nech G je súvislý p-vrcholový graf. Ak každý jeho vrchol má stupeň 2, tak G je kružnica. Dokážte!

25. Dokážte, že kompletný párny graf Kn,n je planárny práve vtedy, ak 1 ( n ( 2.

26. Nech G = (V,E) je graf s množinou vrcholov V ={1,2,3,4,5} a množinou hrán E = {12,14,15,23,24,25,34,45}. Koľko existuje rôznych sledov dĺžky 3 medzi vrcholmi 1 a 3?

27. Nech G je p-vrcholový graf, p ( 3, a nech S je podmnožina s vrcholov, s ( 1, grafu G, s( p, taká, že žiadne dva vrcholy z množiny S nie sú spojené hranou. Dokážte, že pre chromatické číslo ((G) grafu G platí ((G) ( p - s +1.

28. Nakreslite všetky päť vrcholové stromy.

29. Dokážte, že kompletný p-vrcholový graf Kp je planárny práve vtedy ak 1 ( p ( 4.

30. Dokážte, že každý planárny graf obsahuje vrchol stupňa najviac ak 5.

31. Určte počet kostier grafu G = (V,E), kde V ={1,2,3,4,5} a E ={12,14,15,23,25,34,35,45}.

32. Graf Wn nazývané koleso získame tak, že každý vrchol kružnice Cn spojíme s pridaným vrcholom v0. Určte chromatické číslo grafu Wn!

33. Nakreslite všetky súvislé štvorvrcholové grafy.

34. Akú najväčšiu a akú najmenšiu hodnotu môže nadobudnúť maximálny stupeň p-vrcholového stromu? (Svoje tvrdenie odôvodnite). Uveďte príklady stromov, kde sa tieto hodnoty nadobúdajú.

35. Nájdite chromatické číslo grafu, ktorý vznikne z grafu K7 odobratím troch hrán, z ktorých žiadne dve nemajú spoločný vrchol.

36. Nech G je (p,q)-graf s q ( 3p-6. Nájdite horné ohraničenie pre minimálny stupeň ((G) grafu G.

37. Dokážte, že Petersenov graf nie je planárny!

38. Dokážte, že každý planárny graf sa dá zafarbiť šiestimi farbami.

39. Dokážte, že počet vrcholov nepárneho stupňa v grafe je párne číslo.

40. Ukážte, že každý strom na aspoň dvoch vrcholoch má aspoň dva vrcholy stupňa 1.

41. Nech G je graf získaný z kompletného grafu K6 odobratím hrán tvoriacich K3 v K6. Určte chromatické číslo (0(G) grafu G.

42. Napíšte maticu susednosti grafu G = (V,E), V ={1,2,3,4,5,6},  E ={12,14,15,23,26,34,35,36,45,46,56} a zistite či daný graf je súvislý.

43. Zistite, koľko existuje navzájom neizomorfných grafov G, pre ktoré je 

a) v2(G) = v3(G) = v4(G) = 2, vk(G) = 0 pre k ( 2,3,4;

b) v2(G) = v3(G) = v4(G) = 3, vk(G) = 0 pre k ( 2,3,4.
44. Určte, či nasledujúce postupnosti sú grafové. Ak áno, zostrojte zodpovedajúce grafy:

a) D = (4,4,3,2,1,0);
b) D = (3,3,2,2,2,2,1,1,0);
c) D = (7,4,3,3,2,2,2,1,1,1,0).

45. Ukážte, že D = (7,6,5,4,4,3,2,1) je grafová. Dokážte, že existuje (až na izomorfizmus) práve jeden graf, ktorý je realizáciou postupnosti D.

46. Sú grafy na obrázku izomorfné? Prečo?


47. Dokážte, že počet vrcholov autokomplementárneho grafu (t.j. G je autokomplemen-tárny, ak G je izomorfný so svojím komplementom) je alebo deliteľný 4 alebo pri de-lení 4 dáva zvyšok 1.

48. Dokážte, že Kn má (1/2)n(n - 1) hrán. Koľko hrán má graf Kr,s?

49. Dokážte, alebo vyvráťte:

a) Ak v grafe G existujú dva rôzne u-v sledy, tak G obsahuje kružnicu. (dva sledy považujeme za rôzne, ak sa líšia aspoň v jednej hrane.)

b) Ak v grafe G existujú dve rôzne u-v cesty, tak G obsahuje kružnicu.

50. Ak v grafe G existuje cesta spájajúca vrcholy u a v a cesta spájajúca vrcholy  v a w, tak existuje aj cesta medzi u a w. Dokážte!

51. Dokážte, že ak dve rôzne kružnice grafu G obsahujú hranu e, tak v G existuje aj kružnica neobsahujúca hranu e.

52. Dokážte, že každý uzavretý sled nepárnej dĺžky obsahuje ako podgraf kružnicu. Platí analogické tvrdenie aj pre sledy párnej dĺžky?

53. Dokážte, že ak pre n-vrcholový graf G taký, že má m hrán, platí m( n-1, tak G je nesúvislý.

54. Dokážte, že autokomplementárny graf je súvislý.

55. Priemer grafu G – označujeme diam G – je definovaný ako maximum zo vzdialenosti medzi dvoma vrcholmi grafu. Dokážte, že ak diam G ( 3 alebo G je nesúvislý, tak diam Ġ ( 3.

56. Pre ktoré hodnoty n, r, s sú grafy Kn, Kr,s eulerovské?

57. Pre ktoré hodnoty n, r, s sú grafy Kn, Kr,s hamiltonovské?

