
c©Tomá² Madaras 2007

Cvi£enie 5 � Limita funkcie

Vlastná limita funkcie vo vlastnom bode

Nech funkcia f je de�novaná na nejakom okolí U(x0) bodu x0. Hovoríme, ºe funkcia
f má v bode x0 limitu rovnú A, ak

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)) |f(x)−A| < ε.

Funkcia f má v bode x0 sprava limitu rovnú A, ak

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (x0, x0 + δ)) |f(x)−A| < ε.

Funkcia f má v bode x0 z©ava limitu rovnú A, ak

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ (x0 − δ, x0)) |f(x)−A| < ε.

Nevlastná limita funkcie vo vlastnom bode

Hovoríme, ºe funkcia f má v bode x0 nevlastnú limitu +∞, ak

(∀c ∈ R)(∃δ > 0)(∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)) f(x) > c.

Funkcia f má v bode x0 nevlastnú limitu −∞, ak

(∀c ∈ R)(∃δ > 0)(∀x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)) f(x) < c.

V prípade nevlastnej limity +∞ (−∞) v bode x0 sprava resp. z©ava sa v de�nícii
miesto x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) uvaºuje x ∈ (x0, x0 + δ) resp. (x0 − δ, x0).
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Cvi£enie 5 � Limita funkcie

Vety o limitách

Ak funkcie f, g majú limity (vlastné) vo vlastnom bode x0, tak platí:

lim
x→x0

|f(x)| = | lim
x→x0

f(x)|

lim
x→x0

(c · f(x)) = c · lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

(f(x)± g(x)) =

lim
x→x0

f(x)± lim
x→x0

g(x)

lim
x→x0

(f(x) · g(x)) =

( lim
x→x0

f(x)) · ( lim
x→x0

g(x))

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)
, ak lim

x→x0
g(x) 6= 0

Ak lim
x→x0

g(x) = z0, lim
z→z0

g(z) = A a existuje také okolie bodu x0, ºe pre v²etky £ísla

x 6= x0 z tohto okolia je g(x) 6= z0, tak lim
x→x0

f(g(x)) = A.
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Cvi£enie 5 � Limita funkcie

Limita typu
6= 0

0

Ak lim
x→x0

f(x) 6= 0, lim
x→x0

g(x) = 0 a existuje také okolie bodu x0, ºe pre v²etky

x 6= x0 z tohto okolia je g(x) > 0, tak

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= +∞ ak lim

x→x0
f(x) > 0

alebo

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= −∞ ak lim

x→x0
f(x) < 0

Ak namiesto okolia bodu x0 uvaºujeme ©avé resp. pravé okolie x0, dostaneme
analogické tvrdenia pre limity z©ava resp. sprava.

Princíp stlá£ania

Ak lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = A a existuje také okolie bodu x0, ºe pre kaºdé £íslo

x 6= x0 z tohto okolia je f(x) ≤ h(x) ≤ g(x), tak platí lim
x→x0

h(x) = A.
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Cvi£enie 5 � Limita funkcie

Limita sú£inu s ohrani£eným £inite©om

Ak funkcia f má v bode x0 limitu 0 a funkcia g je na nejakom okolí bodu x0

ohrani£ená, tak funkcia f · g má v bode x0 limitu 0.

Vz´ah limity a spojitosti v bode

Funkcia f je spojitá v bode x0 práve vtedy, ke¤ lim
x→x0

f(x) = f(x0). Analogické

tvrdenia platia pre spojitos´ funkcie f v bode x0 z©ava resp. sprava.

Dôleºité limity vo vlastných bodoch

lim
x→0

sin x

x
= 1

lim
x→0

tg x

x
= 1

lim
x→0

ax = 1 pre a > 0

lim
x→0

ex − 1

x
= 1

lim
x→0

ax − 1

x
= ln a pre a > 0

lim
x→0

ln(x + 1)

x
= 1
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Úlohy v rámci cvi£enia

1 Z de�nície vypo£ítajte limitu funkcie f v bode x0:

1 f : y = 2x + 3, x0 = 5
2 f : y =

x2 − 4
x− 2

, x0 = 2

2 Vypo£ítajte

1 lim
x→4

(
2(x + 3)− x

x− 2

)
2 lim

x→π
2

(2(sinx− cos x)− x2)

3 Vypo£ítajte

1 lim
x→−2

3x + 6
x3 + 8

2 lim
x→−2

x3 + 3x2 + 2x

x2 − x− 6

3 lim
x→1

xm − 1
xn − 1

,m, n ∈ Z

4 lim
x→2

(
1

x− 2
− 12

x3 − 8

)
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Úlohy v rámci cvi£enia

4 Vypo£ítajte

1 lim
x→0

√
1 + x2 − 1

x
2 lim

x→0

x√
1 + x−

√
1− x

3 lim
x→7

2−
√

x− 3
x2 − 49

5 Vypo£ítajte

1 lim
x→0

sin 8x

sin 9x

2 lim
x→0

1− cos x

x2

3 lim
x→π

4

sinx− cos x

cos 2x

IMAC1



c©Tomá² Madaras 2007

Úlohy na samostatnú prácu

1 Z de�nície vypo£ítajte limitu funkcie f v bode x0:

1 f : y = 1 + x2, x0 = −1 2 f : y =
√

x, x0 = 9

2 Vypo£ítajte

1 lim
x→0

(1 + 3x)4 − (1 + 4x)3

x2
2 lim

x→1

(
1

x2 − 1
− 2

x4 − 1

)
3 Vypo£ítajte

1 lim
x→4

√
x− 2√
x3 − 8

2 lim
x→1

x2 −
√

x√
x− 1

3 lim
x→0

√
x2 + 1− 1√
x2 + 16− 4

4 lim
x→5

√
x−

√
5

x2 − x− 20
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