Cvicenie ¢. 4,5 — Limita funkcie

Definicia limity

e Limita funkcie (vlastni vo vlastnom bode)

Nech funkcia f je definovand na nejakom okoli U(zq) bodu xy. Hovorime,
ze funkcia f ma v bode xq limitu rovnu A, ak

(Ve > 0)(35 > 0)(Vx € (xg — 20+ 9)) |f(z) — Al <e
Funkcia f ma v bode zy sprava limitu rovni A, ak
(Ve > 0)(3d > 0)(Vx € (o, 20+ 0)) |f(z) — Al <e
Funkcia f ma v bode z¢ zl'ava limitu rovnu A, ak
(Ve > 0)(39 > 0)(Vz € (xg — §,20)) |f(x) — Al <e
e Limita funkcie (nevlastni vo vlastnom bode)
Hovorime, ze funkcia f ma v bode xy nevlastni limitu +oo, ak
(Ve € R)(35 > 0)(Vx € (xg — 6,20+ 9)) f(z) > ¢
Funkcia f ma v bode z¢ nevlastni limitu —oo, ak
(Ve e R)(30 > 0)(Vz € (xo — 6,20 +9)) f(z) <c

Limity sprava a zlava sa v tomto pripade definuji analogicky, ako v
pripade vlastnej limity vo vlastnom bode.

e Limita funkcie (vlastnd v nevlastnom bode)

Hovorime, ze funkcia f ma v bode +oo limitu rovnu A, ak
(Ve > 0)(Fk e R)(Vx > k)) |f(x) — A]l <e
Funkcia f ma v bode —oo limitu rovni A, ak

(Ve > 0)(3k € R)(Vx < k) |f(z) — A] < &



e Limita funkcie (nevlastna v nevlastnom bode)

Hovorime, ze funkcia f ma v bode +o0o nevlastnu limitu +oo, ak
(Ve e R)(3k € Rr)(Vz > k) f(x) > ¢

Funkcia f méa v bode +00 nevlastnu limitu —oo, ak
(Ve e R)(Fk e R)(Vx > k) f(x) <c

Funkcia f ma v bode —oo nevlastni limitu +oo, ak
(Ve e R)(Fk € R)(Vz < k) f(x) > ¢

Funkcia f ma v bode —oo nevlastni limitu —oo, ak

(Ve e R)(Fk e R)(Vx < k) f(x) <c

Funkcia ma v bode xq limitu A (resp. 400 resp. —oo) prave vtedy, ked ma
v bode zg limitu A (resp. +00 resp. —oo) sprava aj zlava.

Teda limita funkcie f v bode xg moéze neexistovat z dvoch dévodov:

- niektord z jednostrannych limit v bode zg neexistuje (vlastna ani nevlastnd)

- existujd obe jednostranné limity (vlastné alebo nevlastné), aviak nenadobidaji tu istd hodnotu.

Limita funkcie v nevlastnom bode moéze neexistovat’ len z prvého dovodu.

Vety o limitach

e Ak funkcie f, g majd limity (vlastné) vo vlastnom bode zg, tak plati:

lim [f(z)] = | lim f(z)]

T—T0 T—T0

lim (¢- f(x)) =c- lim f(x)

T—x0 T—T0

lim (f(2) £ g(2)) = lim f(z) £ lim g(z)

T—T0

I (£(2) - e)) = (Jim £(2) - (im ()
f@) SmfE
zlg:rclo g(z)  lim g(x)’ alk g}irgog(x) 70

T—T0




Analogické tvrdenia platia pre limity zl'ava, sprava a limity v nevlastnych
bodoch.

Ak niektord z limit funkcii f, g neexistuje, tak o limite sictu, suicinu resp. podielu f a g nemozno
ni¢ povedat - moze existovat vlastnd, nevlastna alebo vébec nemusi existovat. Ak niektord z
tychto limit je nevlastnd, tak vysledna limita je neurcitd v tychto pripadoch:

- zli)nzlo(f(:r) — g(z)), pricom zlggo flx)= zlgg[) g(z) = 400 (tzv. limita typu oo — c0)

- lim (f(z)-g(x)), pricom lim f(z) = 4oo, lim g(z) =0 (tzv. limita typu oo - 0)
T—xQ T—x( T—xQ

0
lim M, pricom lim f(z) = lim g(z) =0 (tzv. limita typu —)
T—x( g(l‘) T—x( T—x( 0

Ak lim f(x) #0, lim g(x) = 0 a existuje také okolie bodu zy, ze pre
T—T0 T—T0
vietky « # x¢ z tohto okolia je g(x) > 0, tak

lim @) =400 ak lim f(x) >0
) o

alebo
lim J(@) = —o00 ak lim f(x) <0
2 o) M

Ak namiesto okolia bodu xy uvazujeme Tavé resp. pravé okolie xg,
dostaneme analogické vety pre limity zlava resp. sprava.

Ak lim g(x) = zp, lim g(z) = A a existuje také okolie bodu x, Ze pre
2—20

T—T0

vietky ¢isla x # zq z tohto okolia je g(x) # zg, tak

Dodato¢ni podmienku g(xz) # zo pre vSetky x # zo z nejakého okolia bodu zp nemozno
vynechat’' , ¢o ukazuje nasledujici priklad:

3 y#1
Nech funkcie f, g si dané predpismi f(z) =1, x € R a g(y) = . Potom pre vsetky
2, y=1
z € R plati g(f(z)) = 2 a teda lim1 g(f(z)) = 2 (a nie 3, ako by sa na pohlad zdalo).
z—

Ak funkcia f ma v bode z( limitu 0 a funkcia g je na nejakom okoli bodu
xo ohranicena, tak funkcia f - g méa v bode x( limitu 0.

Ak lim f(x) = lim g(z) = A a existuje také okolie bodu zy, ze

T—x0 T—T0
pre kazdé ¢islo x # z( z tohto okolia je f(z) < h(x) < g(z), tak
plati lim h(x) = A.

T—T0



e Funkcia f je spojitd v bode zy prave vtedy, ked lim f(x) = f(zo).
T—T(Q

Analogické vety platia pre spojitost funkcie f v bode xq zlava resp.
sprava.

Zoznam dolezitych limit

o lim ¥ = a* pre kazdé a, v ktorom je funkcia z* spojité

r—a
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Tr—00
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Tr——00

o lim o =400, a>1

r—00
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Typické postupy pri vypocte limit

Pri vypocte limity vo vlastnom bode zy najprv skontrolujeme, ¢i dosadenim
xg za x do funkcie za znakom limity dostaneme vyraz, ktory je definovany (ma
zmysel). Ak dno (a funkcia je v bode xy spojitd), tak vyslednd hodnota po
dosadeni je hlfadanou limitou. Inak vyhodnotime typ vyrazu, ktory vznikne
po dosadent.

0
Ak vyraz za znakom limity je typu #T, tak limita je rovna +oo, —co

alebo vobec neexistuje; to, ktora situdcia nastdava, uré¢ime vypoctom danej
limity v bode zy zlava a sprava a porovnanim tychto vysledkov.

r+1

Priklad: Vypocitajte lin%
=2 —

0
Riesenie:  Dand limita je typu o uréime teda prislusné jednostranné

limity:



z+1

liI§l+ 5 = +oo (k znamienku pri znaku nekoneéna: pre z — 2+ je
r— xr —
citatel aj menovatel zlomku za znakom limity kladny)

r+1
lirgl +2 = +oo (k znamienku pri znaku nekonecéna: pre r — 2+ je
r—2— U —

citatel zlomku za znakom limity kladny, menovatel zaporny)
Tieto jednostranné limity su rozne, teda povodnd limita v bode 2 neexis-
tuje.

0
Ak vyraz za znakom limity je typu —, tak sa snazime vykonat tpravu

vyrazu, vediucu k jeho zjednodusSeniu alebo k pouzitiu niektorych viet o
limitach. NajcastejSie pouzivané tpravy su rozklad polynomickych vyrazov
na sucin linedrnych alebo kvadratickych (takych, ktoré nemajui realny koren)
¢initelov, rozsirenie vyrazu zlomkom s rovnakym citatelom a menovatelom
(najma pri vyrazoch obsahujiicich odmocniny), pouzitie goniometrickych vzor-
cov, substiticia (najmé pri vyrazoch obsahujicich logaritmy a cyklometrické
funkcie). Mozno tiez pouzit 1'Hospitalovo pravidlo.

22+ Te —44
Priklad: V ¢itajte im ————.
rikla ypotitajte lim —5—-——

>4+ Tr—44 (z+11)(x—4) r+11  4+11

e N —6r 48 iH @-2w—1) she-2 42
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Priklad: Vypocitajte lirri 3
T— T —
. o Vr—4-1 DoV —4—-1 Jr—4+1
Riesenie: lim ——— = lim . _
T—4 x—>5 r—4 r—D5 /SC—4+1
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= i = =

1
im lim ——
a—d (x —=5) (Ve —4+1) =4 (z—=5)(Vr—4+1) 4z —4+41
1 1

Vitl 2

COST — (3083 T

Priklad: Vypocitajte lim
z—0 {L‘2
. . coswz—cosPr .. cosz(l—cos?r) . cosx-sin®x
Riesente: lim ————— = lim = lim ——— =
x—0 .1'2 x—0 :L'Q x—0 3;'2




. 2 . 2 . 2
lim cos <SIHZL‘) = (lim cosx) -lim <smx) =1- (lim smx) =1-12=
x—0 €x x—0 z—0 €x x—0
1.
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- .
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r—

2—0 x r—=0=z+1l—-1=2y"—1=y—1

.oy—1 ) y—1

lim = lim - 5 =

p=lyt =1 =ty =Dy Py 4+ 1)
1 1

lim = —.
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Priklad: Vypocitajte lim Ry
z—0 J}g
2.9
. .. w—arctgx .. (r—arctgz) . 1-— xz;ﬂ , xz—zﬁll
Riesenie: lim — = lim —F— >4 = lim —= = lim ———
z—0 T z—0 (,I?’)’ z—0 322 z—0 32
2
pre} 1 1

Ak za znakom limity je sucin f(x)g(x), ktory je typu oo - 0, mozno ho
: o g(x) )
ekvivalentne prepisat’ do tvaru =——, ¢im dostaneme vyraz typu o
f(z)
Ak za znakom limity je rozdiel f(z) — g(x), ktory je typu oo — 0o, mozno
1 1

ho ekvivalentne prepisat do tvaru Ll(m), ¢im dostaneme vyraz typu o
f(@)g(x)

Ak za znakom limity je mocnina f(x)%®), ktord je typu 0°, 1%°, o®,
mozno ju ekvivalentne napfsat v tvare e @)7@) = eg(@)nf @) potom
lim f(2)e = lim o Se) = o 70
T—T0 T—X0
prevedieme na vypocet limity typu oo - 0.

Pri vypocte limity v nevlastnom bode najprv skontrolujeme, ¢i vyraz za

znakom limity nemozno vyhodnotit pomocou viet pre pocitanie s limitami
c

, ¢cim vypocet povodnej limity

00
(tyka sa typov —, —, 00+ 00,00 + 00, ktoré davaji vysledni limitu rovni
¢’ 00

00
v poradi 00,0, 00,00). Ak vyraz za znakom limity je typu —, na vypocet
00
pouzijeme 1'Hospitalovo pravidlo, alebo kombinaciu postupov pre vypocet
limit vo vlastnom bode.



