Cvicenie ¢. 6, 7, 8 — Derivacia funkcie

Definicia derivacie

Nech f je funkcia a zy € R. Hovorime, ze f ma v bode xq derivdciu rovni
1/ (x0), ak existuje (vlastnd) limita

o)t T = F )

Tr—x0 xr — l’o

Funkcia f ma v bode zy derivdciu sprava rovnu f, (x¢), ak existuje (vlastnd)

e (@) ~ flan)
, o . xT) — o
J+(wo) = $EI$I(}+ r—x9
Funkcia f mé v bode zq derivdciu zl'ava rovni [’ (z), ak existuje (vlastnd)
limita

T—T0— xr — xo

fao+h) = @) | L Fao+h) = o)
h p- h—0+ h

. Ak tieto limity st nevlastné, hovorime, ze funkcia ma v bode nevlastnu derivaciu

Horeuvedené limity mozno nahradit’ limitami lim resp.
h—0

L f@o+h) = £(wo)
h—0— h
rovni 400 resp. —oo.

O derivécii (vlastnej resp. nevlastnej) funkcie v bode (resp. v bode sprava resp. zlava) mozno hovorit iba

vtedy, ked je funkcia v danom bode definovana.

fle+h) - f(z)
h
nazyvame derivdciou funkcie f. Pre n > 2 funkciu f : R — R defino-

vani predpisom f™(z) = (f"Y(z)) nazyvame n-tou derivdciou funkcie
f; oznacCujeme tiez i—i, %f, fz- Ak pre vsetky xg € M existuje f'(xg), tak

hovorime, ze f ma derivaciu na mnozine M.

Funkciu f* : R — R definovani predpisom f'(z) = }llirr(l)

Geometricky vyznam derivacie

Derivacia f'(zo) (vlastnd) funkcie f v bode xy je rovnd smernici dotycnice
(t.j. tangensu kladne orientovaného uhla, ktory této dotycnica zviera s -
ovou osou) ku grafu funkcie f v bode s z-ovou stiradnicou zy. Rovnica tejto



dotycnice je

y — f(zo) = f'(z0)(x — 20)
Normdla funkcie f v bode xq je priamka prechadzajica bodom [z, f(z0)] a
kolméa na doty¢nicu k f v bode xzq; jej rovnica je

it
f'(x0)

(ak f'(xo) = 0, tak rovnica normdly je x = x).

y = [fwo) = (x — o) pre f'(zo) #0

Vety o derivaciach

e Ak funkcie f, g maju derivacie f’, ¢’, tak plati:
(a-f)Y=a-f, aeR

(f£9)=f+g

N _f9-r-d

g 9°

(gof) =(gof)-¢
H,_l
(f)—fy

e Ak funkcia f ma v bode xq derivaciu, tak je v bode x( spojita.
Obratend veta neplati, pretoze funkcia f : y = |z| je v bode 0 spojitd, ale nema v fom derivaciu

(existuju iba jednostranné derivédcie f) (0) = 1, f/ (0) = —1, ktoré sa nerovnaji).
e Ak funkcia f ma derivaciu f'(xg) v bode x, tak

f(zo+h) — f(xo) = f'(z0) - h+h-7(h)
pricom }llir(l) 7(h) = 0.

Pre dostato¢ne malé h mozno pisat f(zo + h) = f(zo) + f/(z0) - h; pre odhad vzniknutej chyby
R = [f(zo +h) — f(z0)] — f'(z0) - h plati

|R| < max 7|f”(a:0+19h)|
o<1 2

- h2.



e (Rolleho veta) Ak f je spojitd na (a,b) a ma derivaciu na (a,b),
pricom f(a) = f(b), tak existuje ¢ € (a,b) také, ze f'(c) = 0.

e (Lagrangeova veta o strednej hodnote) Ak f je spojitd na (a,b) a
b) —
mé derivaciu na (a, b), tak existuje ¢ € (a, b) také, ze f'(c) = J(b) = fa l)) f(a).
—a

Zoznam derivacii elementarnych funkcii

e () =0, aeR
o (x

o () =a"-Ina, >0

1
(log, z)" = i ,a>0,a#1
rlno

e (sinz) = cosx

e (cosx) = —sinx

tg x) =
(tg) cos? x

1
sin? z
1

V1—22

e (arccosz) = —

o (cotgz) =—

o (arcsinz) =

tg z) =
o (arctgx) 22

1
14 22

(arccotg x) = —

I’Hospitalovo pravidlo

Nech lim f(z) = lim g(z) = 0 alebo lim |g(z)| = +0c0 a nech existuje
T—T0

T—T0 T—T0
!/

lim f,(x). Potom existuje aj lim /()

0 g(a) 50 g(a)

o @)

)
—r =1 .
om0 g(x) =m0 g (2)

a plati




Toto tvrdenie plati aj ked  — x¢ zamenime z — xo+, * — xg—, * — +00, T — —00.

Ak niektory z predpokladov nie je splneny, tak ’Hospitalovo pravidlo pouzit nemozno !

t _
Priklad: Vypocitajte lim BT
z—0 r — sinx

Riesenie: Uvedena limita je zrejme typu , takze pokusime sa pouzit I’'Hos-
1

tex —x osp. 4. tex —x —5 -
pitalovo pravidlo: lim L M = cos® =
=0 —sinx 2—0 (r — sinx)’ 2—0 1 — cosx
_ 1;5:’251:’: . 1 —cos’z . l4cosz 141
lim —=~%— = lim = lim = = 2.
z—01 —cosz a—0cos?x(l —cosx) =2—0 cos?zx 12
In(cos ax)
Priklad: Vypocitajte hm —, b#0.

—0 In(cos bx)’

Riesenie: Uvedend limita je zrejme typu , takze pokusime sa pouzit I’'Hos-

1 1 L. (—a-sinax
pitalovo pravidlo: lim L\084%) U2 u iy o (TS 00)
z—0 In(cos bx) z—0 (In(cosbr))  2—0 — . (=D -sinbx)
I tg ax
—a-tgar a . tgar a . a-'8% g 0T a?
=lim ————— = - - lim = — - lim @ = . = —
z—0 —p - tg bx b z—0 tg bx b z—0 b- tg bx b . tg bx b2
bx bhl% 2
Tr— T

Priklad: Vypocitajte lim (1 —sinx) tg .
r—5+

Riesenie: Vyraz za znakom limity prepiseme vhodnym sposobom na podiel
dvoch vyrazov tak, ze budeme moct’ pouzit 1’Hospitalovo pravidlo:

1 —sinx p —COoST
lim (1—sinx)tgx = hm —_— LT — = lim cosz-sin’z =
N 2t o G e
0-12=0.
1 1
Priklad: Vypocitajte hm — .
2Inx 2?2 -1

Riesenie: Vyraz za znakom limity prepiseme vhodnym sposobom na podiel
dvoch vyrazov tak, ze budeme moct’ pouzit I’Hospitalovo pravidlo:

. 1 1 . 2 —1—2Inzx 1. z2—1-2Inz g
im — = lim = —lim =
e—1\2lnx 22-1 z—1 2Inx(2? — 1) 2a2-1 Inz(a? — 1)

1. 2z — 2 ' r—1 VH. . 1+ %

— lim = lim L =" lim

20-11(22 - 1)+ 2zlnz  a=1z— L4 22nz 11+ % +21nx+2m—



1+1 2
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Priklad: Vypocitajte lim (tgz)co8®.

™

r—5—
- v . . . cotg = . .
Riesenie:  lim (tgz)®* = lim en((t82) )y peotgan tga
T— 5= r—5— z—%—
1 1
lim cotgan tgw lim % VH lim tngcosgz lim cotgz
exH77 = 6324’77 = exﬂéi cos2 x = 6x4}ji = 60 = ]_



