1. Dokážte, že ak v grafe G existuje sled medzi dvoma vrcholmi u, v, tak existuje aj u – v – cesta.
Nech 
[image: image48.wmf] je u – v – sled v grafe G. Nech 
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je prvý vrchol v postupnosti 
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, ktorý sa v nej vyskytuje viac ako raz (ak taký neexistuje, tak 
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 je cesta – pozri definíciu). Upravme postupnosť 
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 tak, že z nej vyhodíme úsek začínajúci hranou 
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 (nachádzajúcou sa hneď po prvom výskyte
[image: image7.wmf]i

k

v

 v 
[image: image8.wmf]i

S

) a končiaci posledným výskytom
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. Tým získame postupnosť 
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, ktorá je tiež u – v – sledom v grafe G (kratším, ako je sled 
[image: image12.wmf]i
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). Postup opakujeme, až kým po konečnom počte krokov nezískame u – v – sled, ktorý je cestou.
2. Rozhodnite, či existuje konečný graf, ktorého stupne by boli navzájom rôzne.
Nech existuje konečný graf G s n vrcholmi, ktorého stupne vrcholov sú navzájom rôzne. Potom maximálny stupeň grafu G je najviac ak n – 1, teda postupnosť stupňov vrcholov G je práve postupnosť 
[image: image13.wmf](
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. Teda v grafe G existuje vrchol stupňa n – 1 aj izolovaný vrchol, čo je spor (n-vrcholový graf s izolovaným vrcholom má maximálny stupeň najviac ak n – 2).

3. Nájdite všetky navzájom neizomorfné grafy s postupnosťou stupňov vrcholov (6,3,3,3,3,3,3).
Nech G je graf s danou postupnosťou stupňov vrcholov a nech G’ je graf získaný z G odobratím vrchola stupňa 6. Potom G’ pozostáva zo šiestich vrcholov stupňa 2, teda je to buď kružnica na 6 vrcholoch, alebo dve kružnice na 3 vrcholoch. Teda existujú práve dva neizomorfné grafy s danou postupnosťou stupňov vrcholov:
[image: image14.wmf]
4. Dokážte, že ak graf G má minimálny stupeň 2, tak obsahuje kružnicu.
Nech 
[image: image15.wmf](
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 je najdlhšia cesta v grafe G. Susedia vrchola 
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 môžu byť len tie vrcholy G, ktoré patria ceste P (ak by existoval vrchol 
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 taký, že {x, 
[image: image18.wmf]k

v

} je hrana, tak 
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 by bola cesta dlhšia ako P, čo je spor). Keďže minimálny stupeň G je 2, je 
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 je spojený hranou s niektorým 
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 potom v G vytvárajú kružnicu.
5. Dokážte, že graf G alebo jeho komplement 
[image: image24.wmf]G

je súvislý.
Dokážeme, že ak G je nesúvislý graf, tak v 
[image: image25.wmf]G

 každé dva vrcholy súvisia.

Nech u, v sú dva rôzne vrcholy v G. Ak u, v sú z rôznych komponentov grafu G, tak v 
[image: image26.wmf]G

budú spojené hranou (lebo v G neboli spojené hranou). Ak sú z toho istého komponentu, tak (vzhľadom na to, že G je nesúvislý) v G existuje vrchol z nesúvisiaci s u ani v. Potom v 
[image: image27.wmf]G

existujú hrany {u,z} aj {v,z}, teda u, v súvisia v 
[image: image28.wmf]G

.
6. Zistite, či postupnosť 
[image: image29.wmf](
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 je grafová.
Použitím Havel – Hakimiho vety dostávame nasledovné redukcie: 
[image: image30.wmf](
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[image: image31.wmf](
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.  Poslednej uvedenej postupnosti zodpovedá graf zložený z troch kópií 
[image: image32.wmf]2
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, teda existuje aj graf s pôvodnou postupnosťou stupňov vrcholov.
7. Nech 
[image: image33.wmf](
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 je graf s množinou vrcholov 
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 a množinou hrán 
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. Koľko existuje rôznych sledov dĺžky 3 medzi vrcholmi 1 a 3 ?
Matica susednosti daného grafu je 
[image: image36.wmf]÷
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. Počet sledov dĺžky 3 medzi dvojicami vrcholov v G zistíme z matice 
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, konkrétne, počet sledov dĺžky 3 medzi vrcholmi 3 a 1 je prvok 
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)

4

3

3

,

1

=

a

.
8. Určte počet kostier grafu 
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[image: image42.wmf]
9. Dokážte, že existuje práve 6 neizomorfných stromov na 6 vrcholoch a práve 11 stromov na 7 vrcholoch.

Nech strom T  má n vrcholov. Potom má n – 1 hrán, takže súčet stupňov jeho vrcholov je rovný 2(n – 1). Zároveň T obsahuje aspoň dva visiace vrcholy, teda súčet stupňov zostávajúcich n – 2 vrcholov je rovný 2n – 4.


Pre n = 6 má T  štvoricu vrcholov (popri dvoch visiacich), pre ktorú súčet stupňov vrcholov je rovný 8. To dáva nasledovné možnosti:
· (5,1,1,1): tejto štvorici zodpovedá jediný strom - 
[image: image43.wmf]5
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· (4,2,1,1): tejto štvorici zodpovedá jediný strom –  
[image: image1.wmf](
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[image: image45.wmf]
· (3,3,1,1): tejto štvorici zodpovedá jediný strom –    
[image: image46.wmf][image: image47.wmf]
· (3,2,2,1): tejto štvorici zodpovedajú dva stromy – 
· (2,2,2,2): tejto štvorici zodpovedá jediný strom – cesta na 6 vrcholoch

Podobne pre n = 7 má T  päticu vrcholov (popri dvoch visiacich), pre ktorú súčet stupňov vrcholov je rovný 10. To dáva nasledujúce možnosti: (6,1,1,1,1) – jediný graf,  (5,2,1,1,1) – jediný graf , (4,3,1,1,1) – jediný graf , (4,2,2,1,1) – dva grafy , (3,3,2,1,1) – dva grafy, (3,2,2,2,1) – tri grafy, (2,2,2,2,2) – jediný graf. Všetky neizomorfné 7-vrcholové stromy sú znázornené na obrázku:
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